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QUESTAO 1 — TERMODINAMICA

Neste problema estudaremos a variagao de temperatura sofrida por 1 mol
de um gas em uma expansao adiabéatica livre. Como modelo, adotaremos a
equacao de van der Walls para 1 mol de um gas contido em um recipiente de
volume V', & temperatura 1" e pressao P:

(P + %) (V —b) = RT, (1)

onde R é a constante dos gases, enquanto que a e b sao duas constantes
empiricas.

(a) (30%) A partir das diferenciais da energia interna U = U(T,V) e da

entropia S = S(U,V), mostre que para um sistema termodinamico
qualquer vale a relacao
Cy 1 oU
dS =—dI'+ = |P — dv. 2
T T [ i (W)T] ’ 2

onde C'y é a capacidade calorifica a volume constante.

(b) (30%) Com a equacao anterior e a diferencial da energia livre F =

F(T,V), mostre que
ou oP
(o), =7 (57), -7 ¥
ou

e obtenha (W)T para 1 mol de um gas de van der Walls.

(c) (20%) Determine U = U(T, V) para 1 mol de um gas de van der Walls
admitindo que sua capacidade calorifica seja constante.

(d) (10%) Determine a mudanca de temperatura do gas de van der Walls
quando ele sofre uma expansao adiabatica livre de um volume Vj para
um volume 2Vj.

(e) (10%) Justifique o resultado anterior usando as variéveis microscopicas
do sistema e a dinamica associada ao modelo de van der Walls.




Exame Geral de Doutorado 2017.1 — Mecénica Estatistica 2

QUESTAO 2 — ENSEMBLES ESTATISTICOS

O “modelo do ziper” é um modelo simplificado para a separacao de uma
molécula de DNA em duas cadeias poliméricas. O modelo consiste em duas
linhas conectadas através de N ligagoes, veja a ilustracao na Fig. (I). Uma
ligacao desfeita tem energia € e degenerescéncia g, enquanto que uma ligagao
fechada tem energia nula e nao é degenerada. A tltima ligagao da direita
nao pode ser quebrada.

) Ligacdo aberta Ligacao fechada (ID) 0
* Energiae * Energia nula b[ =
* Degenerescéncia g * Sem degenerescéncia = I i
~
) A T
SN = ]
o v o N =256
I oo N=512]]
a |
. P, o
Ultima ligacdo néao L. ! ! I
0 0.5 % 1.5

pode ser desfeita

(a) (30%) Escreva a energia e a degenerescéncia de um sistema com n lig-
acoes desfeitas e mostre que a funcao de particao do sistema, Z, para
uma temperatura 1" é dada por

1— 2N
= g

onde z = ge %, com 8 = 1/kpT e kp ¢ a constante de Boltzmann.

J =

(b) (30%) Mostre que o namero médio de ligagoes desfeitas (n) pode ser
escrito como (n) = 2L In Z e determine (n) em fungdo de z.

(c) (20%) O sistema exibe uma transi¢ao de fase em func¢ao da temperatura
no limite N — oo. Este comportamento é sugerido pela densidade
de ligacoes desfeitas p = % em fungdo de z mostrado na Fig. (II).
Determine os valores de p, e p, indicados na figura (II) para N — oo.

(d) (20%) Determine a temperatura de transi¢io 7; e o valor da de-
generescéncia g para o qual nao ha transicao. Discuta de forma qual-

itativa a ordem da transicao e o comportamento da energia livre de
Helmholtz F(T, N) e de sua derivada em 7' = T;.
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QUESTAO 3 — GAS IDEAL DE FERMIONS

Considere um gas ideal de férmions de spin 1/2 em duas dimensées com
relagdo de dispersao €, = c¢|p], onde ¢ > 0 e p'é o momento linear da
particula. O sistema esta confinado em uma regiao de area A e mantido a
uma temperatura 7' e com potencial quimico pu.

(a) (30%) Obtenha a densidade de estados D(E), onde E ¢é a energia.

(b) (40%) Usando a densidade de estados e a fungao de Fermi-Dirac, mostre
que a energia interna pode ser escrita como

U = onkpr 2

f2(A)

onde kg é a constante de Boltzmann, A = e#/(

particulas e
1 00 xa—l
)= [ de—
fa(2) F(oz)/o e 1

com I'(a) sendo a fungao gama.

keT) N é o ntimero de

(c) (20%) Obtenha U pelo formalismo da mecanica estatistica classica.

(d) (10%) Mostre que para baixas densidades e/ou altas temperaturas temos
que A < 1 e use a propriedade f,(z) ~ z para z < 1 para verificar que
os resultados dos itens (b) e (c¢) coincidem.

Dado:
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QUESTAO 4 — SISTEMAS FORTEMENTE INTERAGENTES

Considere uma liga binaria de cobre e zinco com composicao 50% para
cada componente e admita que os &tomos ocupam sitios em uma rede ctibica.
Definindo as variaveis n;4 e n;p de modo que n;4 = 1 (n;p = 1) se um atomo
do tipo A (B) ocupa o sitio i e zero de outra forma, entdo podemos escrever
nia = (14+0;)/2 e nip = (1 —0y)/2, onde 0; = £1. O hamiltoniano do
sistema é dado por

€
H = 5 E O'Z‘Uj,
<iyj>
onde € ¢é a energia efetiva de acoplamento e < 7,7 > denota primeiros vizin-

hos. Na aproximacao de campo médio, a matriz densidade do sistema tem a
forma de um produto tensorial

p:Hpinj7

i€A  jeB

(s O p—O)
pz (0 p_)7 p] (0 p+ 9

onde p4 sao probabilidades e portanto p, +p_ = 1.

onde

(a) (50%) Defina a variavel z = p, — p_ e use p para calcular a energia
interna U(z) e a entropia S(x) do sistema.

(b) (30%) Determine a equagao para a variavel z que estabelece o equilibrio
do sistema.

(c) (20%) Obtenha a temperatura de transi¢ao 7. entre as fases desordenada
e ordenada.




